A insercdo da Teoria dos Fractais na contabilidade financeira:
evidéncias tedrico-empiricas.
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Resumo

Esta pesquisa versa sobre a inser¢do da teoria dos fractais no campo de pesquisa da
contabilidade financeira. A partir do trabalho seminal de Mandelbrot (1963) com séries
temporais da commodity algoddo, os pesquisadores tém analisado e aplicado modelos
matematicos ndo lineares com propriedades fractais, particularmente em séries temporais de
ativos negociados no mercado financeiro. A teoria dos fractais, associada aos conceitos de
caos, complexidade e ndo-linearidade abre um novo e polémico campo de estudos na
contabilidade financeira, que vai de encontro aos conceitos estabelecidos pela moderna teoria
de financas, sobretudo os preconizados pela Hipotese de Eficiéncia dos Mercados. O interesse
em objetos fractais ¢ motivado pela questdo relacionada ao comportamento dos precos de
ativos, de interesse da contabilidade. Verifica-se neste estudo a evolucdo dos conceitos e das
ferramentas matematicas para identificagdo e projecdo de precos a partir de modelos fractais.
Conclui-se que ja existe argumento cientifico suficiente, e sofisticados estudos, que dao
suporte para a aplicacdo desta nova area na contabilidade financeira. Nesse sentido, a revisao
da Hipdtese de Eficiéncia dos Mercados € inexoravel.

Palavras-chave: fractal, caos, complexidade, nao-linearidade, séries temporais,
Hipotese de Eficiéncia dos Mercados.

Introducéo

Estudos recentes apontam para uma nova dire¢do no e analise das oscilagdes de pregos
de ativos financeiros, questionando alguns dos postulados mais importantes da moderna
teoria. Dentre estes estudos, a teoria dos fractais surge inovando em argumentos que se opdem
aos tradicionais conceitos da hipotese de eficiéncia dos mercados e da normalidade da
distribuigdo dos precos, presentes nos estudos de asset pricing. Com a geometria fractal
espera-se, a priori, maior precisdo na modelagem da turbuléncia, descontinuidade e nao-

periodicidade, fendmenos que realmente caracterizam os mercados financeiros atuais
(WERON, 2000).

A partir dos estudos seminais de Benoit Mandelbrot sobre a geometria fractal,
iniciados na década de sessenta e que culminaram com a publica¢do do livro The Fractal
Geometry of Nature (A Geometria Fractal da Natureza, 1982), abriu-se uma nova perspectiva
de mensuracdo matematica para fendomenos, elementos e efeitos da natureza. Como
Mandelbrot (2004, p.5) afirma: “minha principal contribui¢cdo foi descobrir um ramo da
matematica que percebe a ordem oculta na desordem aparente, o plano no nédo planejado, o
padrdo regular na irregularidade e na rugosidade da natureza”. A partir de seus estudos,



caracteristicas fractais comecaram a ser observadas nos mais diversos fenomenos, desde
variagdes climdticas a batimentos cardiacos, bem como no comportamento dos precos de
ativos, tendo como objetivo o aumento da capacidade de compreensdo desses fendmenos,
para a melhoria de previsao de comportamentos futuros.

Lorenz (1996, p.99), em seus estudos sobre a teoria do caos, questiona “[...] por que
deveriamos ser capazes de fazer qualquer tipo de previsdo? Por que, efetivamente,
deveriamos esperar ver o futuro, ou uma pequena parte dele?”. O fato é que, no que diz
respeito a previsdo do comportamento de precos de ativos em mercados financeiros, existe
uma real importancia economica que envolve o futuro de milhares de empresas e investidores
em todo o mundo. A introducdo de ferramentas que melhorem a capacidade de predi¢do do
comportamento de precos de ativos ¢ um desafio para académicos e praticos, ¢ a discussao de
novas abordagens para o estudo destes comportamentos, como a teoria dos fractais, ¢ de suma
importancia para o seu desenvolvimento e a sua posterior aplicagdo pratica. Entretanto,
depende primordialmente da introdug¢do, dissemina¢do e compreensao destes novos conceitos,
a fim de que seja possivel a realizacdo de reflexdes e discussdes sobre o assunto.

Os conceitos da teoria dos fractais aplicados a contabilidade financeira sdo
relativamente recentes, a ponto de ainda parecem estranhos ou confusos para algum leitor que
ndo esteja familiarizado com o tema. Pelas poucas pesquisas publicadas, algumas vezes pode-
se ter a percepcao de que as evidéncias de fractalidade nas ciéncias humanas sdo meras
especulagdes cientificas, levando a posi¢des céticas quanto a validade dos resultados até entao
encontrados. E fato que o assunto ainda esti pouco difundido, como observa Grabbe (1999),
para o qual a falta de discussdo acerca dos conceitos de fractais ¢ similar ao que ocorreu no
passado com a teoria de precificagdio de opgdes: “0 assunto ndo era ensinado nos
departamentos de economia, porque nenhum dos professores o compreendia [..]7. '
Conforme informa Corazza et al. (1997), o interesse em objetos fractais diz respeito a uma
questdo central para a area: qual ¢ o comportamento dos precos dos ativos?

Assim, esta pesquisa objetiva reunir as evidéncias geradas sobre a presenca de
fractalidade em situacdes de interesse especial da contabilidade, e em particular, da
contabilidade financeira. Para tanto, € necessario realizar uma analise distintiva entre os
conceitos da teoria dos fractais e os da teoria do caos — os quais freqlientemente se confundem
— e organizar os pressupostos teoricos que permeiam a aplicagdo da teoria dos fractais nas
situacoes de interesse da contabilidade.

A teoria dos fractais pode ser util para a contabilidade nas situagcdes em que essa
necessita de instrumentos mais adequados de mensuragdo de valor. Além disso, o
conhecimento que uma série historica de pregos segue um padrao fractal poderd ajudar, por
exemplo, no processo de or¢camentdrio, inclusive para fins de projegdes na analise de
investimento.

Este artigo estd estruturado em cinco partes, além dessa introdugdo. A seguir sera
comentado brevemente o proceder metodoldgico. Apds, é feita uma distingdo entre os
conceitos de fractalidade e a teoria do caos. A terceira parte descreve e analisa as evidéncias
de fractalidade em estudos de interesse da contabilidade. A quarta parte comenta os conflitos
entre as pesquisas e a teoria com a teoria de finangas. A quinta parte apresenta as conclusdes.

Proceder Metodoldgico

! Tradugdo livre de “it wasn’t taught in economic departments at the time, because none of the professors
understood It [...]™.



Esta ¢ uma pesquisa de cunho bibliografico, desenvolvida a partir de artigos, livros e
materiais. Para viabilizar sua realizagdo, foram utilizados os bancos de dados de publicagdes
cientificas existentes nas bases PROQUEST e CAPES, através da busca por textos que
contivessem as palavras “fractal”, em inglés, no singular e no plural, associadas com as
palavras “financial market”, “asset pricing” e ““accounting”. Estas buscas retornaram mais de
cinqiienta textos, entre artigos cientificos e outros textos publicados em periddicos, no periodo
de 1986 a 2005. Do universo previamente listado, foram selecionados para os artigos que
foram originalmente publicados em periddicos cientificos, com énfase naqueles com estudos
empiricos.

Adicionalmente, foram visitados os sitios na Internet de alguns dos principais
congressos brasileiros que envolvem a area de financas, especificamente: o Congresso
Brasileiro de Finangas, o Enanpad - Encontro da Associacdo Nacional de Pos-Graduacdo e
Pesquisa em Administracdo e o Congresso USP de Contabilidade ¢ Controladoria, além do
banco de teses de duas universidades, da CAPES e da Biblioteca Digital de Teses e
Dissertagdes do IBICT. Estas buscas retornaram uma dissertacdo de mestrado que contempla
aplicacdo de fractais ao mercado financeiro.

Analise distintiva entre conceitos de fractalidade e teoria do caos
Fractais

A definicdo original de Mandelbrot (1982, p. 15) é: “um fractal ¢, por defini¢do, um
conjunto para o qual a dimensdo de Hausdorff Besicovitch® excede a dimensdo topologica.
Todo conjunto com dimensdo fracionaria ¢ um fractal®”. Segundo Karas e Serra (1997, p.5),
apud Hayashi (2002) fractais sdo figuras com propriedades e caracteristicas peculiares que os
diferenciam das figuras geométricas habituais. S3o estruturas matematicas, que se repetem
infinitamente quando vistas numa escala cada vez menor.

Uma defini¢ao simples de fractal encontra-se na Wikipédia:

Fractais (do latim fractus, fracdo, quebrado) ¢ um objeto geométrico que
pode ser dividido em partes, cada uma das quais semelhante ao objeto
original. Os fractais tém infinitos detalhes, sdo geralmente auto-similares e
independem de escala. Em muitos casos, um fractal pode ser gerado por um
padrédo repetido, tipicamente um processo recorrente ou iterativo.

Em Houaiss (2001) tem-se que fractal ¢ uma estrutura geométrica complexa cujas
propriedades, em geral, se repetem em qualquer escala. A palavra tem origem latina em
frango,is,frégi,fractum,frangere, que significa quebrar, fraturar. As primeiras figuras com
dimensdo fractal foram identificadas no inicio do século XX, a exemplo da Curva de Koch,
gerada em 1905 pelo matematico Helge Von Koch, mas foi Benoit Mandelbrot que
identificou os modelos matematicos representativos destas figuras e criou o termo fractal para
identifica-las (LORENZ, 1996, p.204).

Figura 1 — Curva de Koch, demonstrando as quatro primeiras iteragdes.

? Félix Hausdorff, matematico alemdo (1868-1942). Em 1918 publicou trabalhos em que apresentou a
possibilidade de as dimensdes poderem ser numeros nao inteiros. Por volta de 1930, o trabalho de Hausdorff foi
complementado pelo de Abram Samoilovitch Besicovitch, matematico russo (1891-1970), o qual formalizou a
equacdo matematica utilizada hoje (O Amor a Matematica, 2005).

3 Tradugdo livre do original “A fractal is by definition a set for which the Haurdorff Besicovitch dimension
strictly exceeds the topological dimension. Every set with a noninteger D is a fractal”.



A
e

Fonte: Disponivel em <http://omega.ilce.edu>
Mandelbrot (2004, p.130) descreve a Curva de Koch:

A Curva de Koch corresponde a um ter¢o do floco de neve. [...] come¢a com uma
linha reta — como o lado horizontal do tridangulo do alto (a). [...] vamos puxa-lo para
formar uma tenda intermediaria sobre a se¢cdo do meio (b). Assim, o gerador Koch é
uma linha quebrada composta de varios intervalos. O fractal ¢ formado com base na
regra simples de substituir cada uma das linhas cada vez mais curtas, por versdes cada
vez menores do gerador de tenda (c; d). Cada iteragdo acrescenta mais tendas [...].
(numeragdo acrescida).

Uma propriedade comum em fractais ¢ a auto-semelhanca ou similaridade de escala.
Este termo descreve a propriedade que muitos sistemas possuem, na qual as partes, quando
ampliadas, demonstrardo ser idénticas ao sistema como um todo (LORENZ, 1996, p.205). Um
exemplo cléssico deste tipo de fractal ¢ o Carpete de Sierpenski, nele, percebe-se claramente a
regra de formagao: um quadrado original cercado de oito quadrados menores, em que cada
lado possui 1/3 do tamanho do quadrado original. Cada um dos quadrados menores pode ser
dividido da mesma forma, e assim, sucessivamente, num processo infinito (GRABBE, 1999).

Figura 2 — Carpete de Sierpenski.

Fonte: Web site de Clint Sprott. Disponivel em <http:sprott.physycs.wisc.edu>

Outros fractais sdo apenas estatisticamente auto-similares, ou seja, as partes pequenas,
se ampliadas, ndo se apresentardo idénticas ao sistema como um todo, mas equivalentes, com
o mesmo tipo geral de aparéncia. Encontram-se na natureza alguns exemplos desta categoria
de fractais, como os galhos de arvores.

Figura 3 — Galhos de arvores.



Fonte: Web site de Clint Sprott. Disponivel em <http:sprott.physycs.wisc.edu>

De forma similar, a partir de uma equacao simplificada de processo fractal, ¢ possivel
obter um grafico fractal que simula a oscilagdo de pregos de agcdes no mercado. A fim de que
se possa observar a maneira como o grafico construido se assemelha a uma série real de
retornos de agdes, abaixo foi demonstrada uma série de retornos da empresa IBM.

Figura 4 — Séries de retornos de agdes: 1) simulada com fractais; 2) retornos reais da empresa

Fonte: Web site da Universidade de Yale. Disponivel em
<http://classes.yale.edu/fractals/panorama/welcome.html>

Matematicamente, a caracteristica mais distintiva da formacgao fractal é o fato de sua
dimensdo assumir valores diferentes das dimensdes topologicas. Considerando que um ponto
possui dimensdo zero; uma linha reta possui uma dimensdo; uma superficie plana possui duas
dimensdes; e, um sélido possui trés dimensdes, os fractais possuem dimensodes diferentes e
proprias de cada fendomeno. A dimensao fractal também ¢ chamada de dimensdao Hausdorff, e
sua formula mais simples pra calculo ¢:

N=r"

Onde N ¢ o numero de objetos similares obtidos a partir de um fator de escala (geracao
de padrdes similares), fator “r”. O fator de escala ¢ uma fungdo da lei de poténcia
determinante de sua formacao. Esta, por ultimo, é invariante por escala, entre o objeto e suas

N partes.

Mandelbrot (2004, p.196) resgata seu conceito para fractais, afirmando: “um padrao
ou objeto, cujas partes ecoam do todo, mudando de escala para cima ou para baixo, com base
numa razao ou poténcia constante”.

Peters (1994 p.16) argumenta que a dimensdo fractal caracterizada como um objeto
ocupa o espaco no qual estd inserido. Em uma série temporal fractal, o tempo assume a
dimensdo fractal, a qual ¢ determinada pelo comportamento dos pregos: o tempo fractal se
expande em periodos de inatividade do mercado financeiro, e se contrai durante o periodo de
atividade. Séries financeiras possuem um tempo intrinseco, determinado mais pela propria
série temporal do que pelo “tempo do relogio” (MULLER et al, 1993).



Grabbe (1999b) questiona: se o tempo assume a forma fractal, o qual se move em
ritmo desassociado do tempo real, “qual deverd ser a correta dimensdo fractal do tempo em
mercados especulativos? 7.

Teoria do Caos

Lorenz (1996, p.21), descreve o caos como: “um comportamento que ¢ deterministico,
ou quase, [..] possuindo uma pequena aleatoriedade, mas que ndo aparenta ser
deterministico” (grifo do autor). Prigonine (2002, p.80), associa o caos a instabilidade dos
fendmenos da natureza. As leis da natureza, diante da teoria do caos, se tornam
essencialmente probabilisticas, eliminando a necessidade de tentar associa-las
invariavelmente a um sistema determinista. Para Hsieh (1991) caos ¢ um processo ndo linear
deterministico que “parece” aleatorio. Essa seria a razdo para que o estudo do caos seja
interessante: a possibilidade de identificar, e explicar, flutuacdes nos mercados que parecem
ser randdmicos.

Como exemplos de fendmenos cadticos pode-se citar o movimento de uma onda, a
evolucdo populacional de uma espécie, as oscilagdes do clima terrestre ou da bolsa de valores.

A aparente aleatoriedade dos sistemas caoticos pode ser atribuida a dependéncia
sensivel que possuem de seus estados iniciais. Isto significa que pequenas variagdes nos
estados iniciais de um sistema cadtico podem provocar enormes variagdes em seus estados
seguintes, como nos estudos sobre a trajetoria de esquis na neve, no qual Lorenz descreve
grandes diferengas de trajetorias de esquis que partiram de pontos com apenas um milimetro
de distancia entre eles. A descoberta da dependéncia sensivel as condigdes iniciais deu origem
a célebre questdao de Lorenz de 1972: “o bater de asas de uma borboleta no Brasil desencadeia
um tornado no Texas?”.

Outra caracteristica de sistemas caoticos ¢ a presenca de atratores estranhos. Lorenz
(1996, pg.57), os define como “os estados de qualquer sistema que freqiientemente se repitam,
ou que freqlientemente sejam atingidos com precisdo cada vez maior [...]". A expressdao
“estranhos” ¢ devida a aparéncia que estes atratores podem assumir. Alguns atratores

estranhos possuem estrutura fractal. Abaixo um exemplo classico criado por Lorenz na década
de 60.

Figura 5 — Borboleta de Lorenz.

Fonte: Web site de Allrite Mathematical Sciences & 1.T. Disponivel em:
<http://www.allrite.com.au/science/science/sal.htm>

Complexidade e nao-linearidade sdo fendmenos associados ao caos. Lorenz (1996, p.
197), no entanto, afirma que apesar dos sistemas cadticos pressuporem a nao-linearidade e em
sua maioria lidarem com a complexidade, a presenca de nao-linearidade ou complexidade por

* Tradugdo livre para “what is the correct fractal dimension for time in speculative markets?”



si sO, ndo significa o caos. Gleiser (2002, p.55) argumenta que caos e complexidade sdo
fenomenos interconectados, porém distintos. Hayashi (2002, p.11) defende que os dois
fendmenos sdo complementares, e afirma:

A teoria da complexidade ¢ o estudo de como um sistema de equagdes
muito complicadas, pode gerar padrdoes de comportamento bastante simples
e ordenados para certos valores dos parametros destas equagdes. Ja a teoria
do caos estuda como equagdes nao-lineares simples geram comportamentos
complicados.

Lorenz (1996, p.209) argumenta que os fractais t€m muito pouco a ver com a teoria do
caos, sob o ponto de vista da aleatoriedade: “Alguns fractais chegam a quase ser classificados
como caos por serem produzidos mediante regras descomplicadas, embora parecendo
altamente complexas, e ndo apenas por aparentar estruturas ndo-convencionais”. Por outro
lado, a geometria fractal foi amplamente adotada como ferramenta matematica pela teoria do
caos a partir da década de 80 (MANDELBROT, 2004, p. 5).

Gleiser (2002, p.43) afirma que sistemas dindmicos nao-lineares com comportamento
cadtico deterministico geram figuras fractais e que o fenomeno da auto-similaridade ¢ um
importante aspecto da teoria do caos.

Percebe-se entdo uma forte associacao entre os conceitos de fractalidade, de caos, de
complexidade e de ndo-linearidade. Diante de uma série temporal de pregos, podem-se
evidenciar, portanto, padrdes ndo-lineares de comportamento com caracteristicas fractais, na
qual a identificacdo dos atratores estranhos (razdes diferentes de mudancas de escalas no
tempo) € necessaria para a compreensao do padrdo fractal e para a realizagdo de proje¢des, as
quais poderdo ser modeladas a partir da geracdo de equagdes matematicas complexas.

Analise das evidéncias de fractalidade em informacoes financeiras

Em 1934, Ralph Elliott apresentou estudos baseados na percepcdo de que nos
processos socio-econdmicos, € possivel distinguir alguns padroes de comportamento que se
repetem similar e constantemente como em ondas (PRECHTER, 1990, p.13). Elliot
direcionou seus estudos para o mercado de capitais com o objetivo de compreender o
comportamento dos precos para predizé-los no futuro. Publicou em 1938 um ensaio
denominado “The Wave Principle” (O Principio da Onda), no qual destacava que o
comportamento de pregos das a¢des se dava em grandes ciclos atrelados ao tempo, nos quais
era possivel distinguir cinco movimentos basicos (figura 6). Identificou que, no transcorrer de
um ciclo, os cinco padrdes principais se repetiam em escalas cada vez menores (figura 7),
apresentando padrdes de auto-similaridade caracteristicos das figuras fractais (GLEISER,
2002, p. 216).

Figura 6 — Movimento completo de cinco Figura 7 - Caracteristica fractal do
ondas descrito por Elliott. comportamento de pregos.
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Fonte: PRECHTER, R. R. The major works of R. N. Elliott. 1990.

Intermediate

E importante destacar que Mandelbrot (1997, p.115), apesar de reconhecer que Elliott
identificou em seu trabalho geradores de padrdes auto-similares qualitativamente semelhantes
aos fractais, afirma que o trabalho de Elliott ndo deve ser confundido com fractais, pois o
mesmo se limitou a realizar previsdes a partir da interpretacao dos graficos.

Ainda sem ter desenvolvido sua teoria sobre os fractais, Mandelbrot (1963), em um
estudo no qual analisou graficamente diferentes conjuntos de séries temporais diarias e
mensais de precos do algoddo, no periodo compreendido entre 1816 e 1950, percebeu que,
apesar de nao seguirem uma distribuicdo gaussiana, as séries temporais eram estatisticamente
estacionarias e os graficos tinham a mesma aparéncia. Esta importante caracteristica mais
tarde se mostrou fundamental para o desenvolvimento de sua teoria sobre fractais. Sobre o
resultado de suas pesquisas, Mandelbrot afirma:

Eu suponho, portanto, que, desde 1816, o processo de geracdo dos pregos
do algodao, tem mudado somente em sua escala, com possivel exce¢do na
Guerra Civil [...]. Longas séries de mudangas mensais de precos poderiam,
portanto, ser representadas por combinagdes da Lei de Pareto estavel’ (uma
lei de poténcia que no futuro seria identificada como uma escala fractal).

E interessante notar que segundo Mehrling (2005) o trabalho de Mandelbrot de 1963 foi
fundamental para o posterior desenvolvimento das Hipoteses de Eficiéncia dos Mercados de
Fama. Mandelbrot (1982, p. 337) retoma seu trabalho original de 1963 e apresenta uma
formula simplificada para o que chamou de “principio da escala de mudancas de preco®”.
Comprovou que as séries temporais do algodao utilizadas em seu trabalho original eram
estacionarias e demonstravam um processo estavel ndo-gaussiano de distribui¢do dos precos,

o qual preservara o mesmo aspecto, mudando apenas na escala.

Peters (1989) utilizou a técnica R/S de Hurst’, para avaliar a persisténcia de memoria
em séries de retornos mensais de acdes do ranking S&P500, titulos do tesouro norte-

® Tradugio livre de I conjecture therefore, that, since 1816, the process generating cotton prices, has changed
only in its scale, with the possible exception of the Civil War [...]. Long series of monthly prices changes should
therefore be represented by mixtures of Stable Paretian laws™.

% Tradugio livre de ““scaling principle of price change”.

7 Harold Edwin Hurst, hidrélogo que desenvolveu uma formula denominada rescaled range analysis, baseada
em uma lei de poténcia para calcular o tamanho de reservatdrios de dgua para o rio Nilo na década de 50.
Posteriormente verificou-se que sua formula se aplica em diversos fendmenos da natureza. Essa técnica foi
refinada em trabalhos posteriores, segundo Barkoulas e Baum (1996) por Mandelbrot (em 1972 e 1975),
Mandelbrot ¢ Wallis (em 1969) e Lo (1991).



americano, € o retorno relativo entre as duas séries no periodo de 1950 a 1988, num total de
463 observagdes mensais. Utilizou a seguinte formula:

log (R/S)
H = - @@
log (N)

Onde: R/S ¢ a divisdo da amplitude entre a maior e a menor ocorréncia registrada (R), pelo
desvio padrdo encontrado na série (S); N é o nimero de observagdes; e, H ¢ o fator da lei de
poténcia que originalmente foi objeto de estudo de Hurst, nesta formula chamada de Expoente
de Hurst, variando entre zero e um, com as seguintes implica¢des para séries temporais: H =
0,5 implica em comportamento puramente aleatério; H entre zero e 0,5 implica em
comportamento ndo persistente, no qual uma tendéncia positiva no passado ¢ mais provavel
de se converter em tendéncia negativa e vice-versa; e H maior que 0,5 (0,5 < H < 1) implica
em comportamento persistente, no qual uma tendéncia positiva no passado ¢ mais provavel de
continuar positiva e vice-versa, ¢ o nivel desta persisténcia ¢ medido qudo maior for o
resultado de 0,5. Para Corazza et al. (1997), o processo fractal ¢ uma generalizagdo do passeio
aleatdrio (random walk).

Os resultados obtidos por Peters (1989) foram: H de 0,61 para as agdes, 0,64 para os
titulos e 0,66 quando avaliada a relagdo entre agdes/titulos. Peters atestou que, de fato, o
comportamento do mercado evidenciou uma persisténcia de memoria, caracteristica do
comportamento browniano fractal, mas ndo tdo significante que permitisse a projecdo de
resultados além de um curto periodo. O fator aleatdrio se mostrou muito mais presente.
Concluiu que os resultados demonstram que o modelo “passeio aleatdrio puro” ndo se aplica
aos mercados de capitais, conforme prega a hipdtese dos mercados eficientes.

A técnica R/S de Hurst tem sido um dos testes mais utilizados para verificar se existe
uma dinamica fractal numa série.

Larrain (1991) trabalhou com os conceitos de fractais, caos, nao-linearidade e
complexidade. Utilizou para andlise informagdes trimestrais das taxas de juros dos T-Bills, no
periodo entre 1962 e 1989. Definiu uma equacdo que capturasse ndo s6 o efeito dos pregos
passados sobre os precos atuais, mas este fato combinado com alguns fatores econdmicos ¢
financeiros, como renda, suprimento nominal de moeda e a inflagdo, que também influenciam
no comportamento das taxas de juros. Atestou a influencia de ambos os fatores no
comportamento das taxas. Na medida em que as caracteristicas ndo-lineares se sobrepdem
sobre a influéncia dos fatores fundamentais, a estrutura dinamica fica mais predisposta a
oscilagdes e mudancas abruptas de pregos. Concluiu que esses fatores (ndo-linearidades) sao
necessarios, porém nao suficientes para afirmar que a estrutura seja caotica ou fractal.

Muller et al (1993) encontraram propriedades fractais em séries temporais de taxas de
cambio, inclusive identificando o fator de escala (lei de poténcia) seguido pelos precos, a
partir da andlise dos intervalos de tempo desde poucos minutos at¢ um ano. Utilizaram
amostras diarias e intra-didrias do periodo compreendido entre junho de 1973 e junho de
1993. Os autores verificaram que as mudangas no comportamento dos pregos se assemelham
mais ao modelo fractal, em detrimento do processo GARCH. Além disso, a volatilidade ¢
positivamente correlacionada com a atividade do mercado e o volume de transagdes, um
indicativo de que o mercado ¢ heterogéneo, onde os diferentes participantes analisam eventos
passados e novos com diferentes horizontes de tempo e diferentes expectativas em
negociacdes, o que cria volatilidade.



Corazza et al (1997) pesquisaram precos de futuros de commodities no periodo de
1981 a 1991 da bolsa de Chicago. Os autores aplicaram quatro testes, inclusive a técnica de
Hurst e a técnica de Hurst refinada por Lo (1991). O resultado encontrado indica que a série
historica corresponde as propriedades fractais.

Barkoulas et al (1997) analisaram séries temporais mensais do periodo entre 1960 e
1994 de 21 commodities, em busca de evidéncias de dependéncia ¢ memoria de longo-prazo,
utilizando para isso uma abordagem diferente da utilizada por Peters (1989). Ao contrario de
utilizar a técnica de rescaled range (RS), os autores trabalharam com um modelo AFRIMA
(p,d,q) — autoregressive fractionally integrated moving average (sendo o parametro d
interpretado como pardmetro de longa-memoria). Assumindo que: -1/2 < d < 1/2, o processo
AFRIMA exibe memoria de longo-prazo para 0 < d < '5; memoria de curto-prazo para d = 0;
e, memoria intermedidria para -1/2 < d < 0. Seis, entre as 21 commodities estudadas
apresentaram evidéncias em favor de uma ordem fracional de integracdo: cobre, ouro, soja em
grao, cha, 1a e o indice UCAM®. Apos a retirada de outliers (0,25 < retornos < -0,25), foram
realizados novos testes e verificada uma queda na evidéncia de fractalidade na série de 13, € o
desaparecimento de indicios de fractalidade na série de cobre. Os autores concluiram que a
presenca de fractalidade nas séries temporais confirma a probabilidade de reversdes no prego
a vista, indicativas de processos ndo lineares, caracterizadas como flutuacdes ciclicas
irregulares com dependéncia de longo-termo. Estas evidéncias sugerem o debate sobre a
eficiéncia dos pregos e a racionalidade do mercado.

Anteriormente Barkoulas e Baum (1996) analisaram a dependéncia dos retornos das
acdes no mercado norte-americano analisando indices setoriais e séries de empresas para
avaliar os efeitos da agregacdo. Utilizando também o modelo AFRIMA, os autores nao
conseguiram detectar nos precos das a¢des a fractalidade. Entretanto, os autores verificaram a
presenca em algumas séries de empresas.

Lo (1991) modificou a estatistica R/S e aplicou nos dados do mercado acionario entre
1962 ¢ 1987, com 6 409 observagdes. Lo encontrou pouca evidéncia de memoria na histéria
desse mercado.

Panas (2002) utilizou dados do fechamento diario das commaodities cobre, aluminio,
zinco, niquel, estanho e chumbo, do periodo entre janeiro de 1989 e dezembro de 2000 (num
total de 2.987 observagdes), para atestar a presenga de memoria de longo-prazo e do caos no
mercado de commodities minerais. Apds a realizacdo de testes estatisticos observou que todas
as séries temporais possuiam distribuicdo nao-normal, com exce¢do do cobre e do aluminio,
apresentaram-se fortemente estacionarias. Além disso apresentaram resultados indicativos de
autocorrelagdo (30 lags). Para atestar a presenga de memoria de longo-prazo utilizou
primeiramente a estatistica R/S de Hurst, a qual apresentou resultados acima de 0,5 para todas
as séries. No entanto, considerando que a estatistica R/S apresenta viés nos resultados na
presenca de heterogeneidades, o autor realizou novamente os testes a partir da estatistica R/S
modificada por Lo (veja LO, 1991)° chamada estatistica Z(n). Desta vez os resultados para
memoria de longo-prazo foram positivos somente para aluminio. Na seqiiéncia, testou a
presenca de memoria com base no modelo AFRIMA, o qual indicou o aluminio e o cobre
como apresentando dependéncia de longo-prazo, enquanto o niquel e o chumbo apresentaram
dependéncia de curto-prazo, e os metais zinco e estanho apresentaram indicios de nao-
persisténcia de memoria.

% Indice UCAM, media ponderada de precos de exportacio de 50 commodities priméarias de paises em
desenvolvimento.
? LO, A. Long-term memory in stock market prices. Econométrica. vol. 59, p. 1279-1313, 1991.
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Apo6s definir o modelo AFRIMA, os testes para deteccdo de comportamento caotico
foram realizados a partir dos residuos do modelo, com aplicacdo dos testes de Eckmann-
Ruelle, Teorema de Brocks e verificagdo da sensibilidade do sistema a mudangas nas
condi¢gdes iniciais com base no expoente de Lyapunov. O resultado apontou para as
commodities estanho e zinco, que apresentaram forte indicagdo de comportamento cadtico.
Em contraste com a memoria de longo-prazo, o caos representa um comportamento aleatorio
gerado por um modelo determinista.

Richards (2000) pesquisou a presenca de fractalidade em séries temporais de taxas de
cambio diarias de 18 moedas correntes e, adicionalmente, de trés indices compostos norte-
americanos, todas com aproximadamente 30 anos de observacdes. Partiu da premissa de que
as caracteristicas estatisticas dos fractais sdo a ndo-homogeneidade e a intermiténcia.
Conceituou a co-dimensdo fractal como a diferenga entre a dimensao fractal do espago que
abrange a série D, e a dimensao fractal intrinseca da série d.

C=D-d

Sendo que a série ¢ homogénea quando C = 0, e ndo-homogénea ou fractal, quando C#0. Os
resultados indicaram que todas as taxas de cambio apresentaram fortes evidéncias de ndo-
homogeneidade, enquanto que os indices do governo norte-americano apresentaram fracas
evidéncias de ndo-homogeneidade. O autor utilizou os métodos state transition, AR1 (first
order  auto-regressive) e GARCH (generalized auto-regressive  conditional
heteroskedasticity), para captar a volatilidade e irregularidade de periodos. Adicionalmente
usou o Filtro de Kalman (veja Kalman, 1960)' para garantir a aplicabilidade dos métodos. O
autor concluiu que existe uma modalidade de fractalidade estocéstica, a qual possui um forte
componente aleatério. Criticou o uso de modelos ARIMA e ARCH, alegando que, ainda que
estes modelos captem algumas caracteristicas das séries financeiras, ndo geram intermiténcia.

Na seqiiéncia de suas pesquisas sobre a utilizagdo do método state transition para
realizar projecdes de resultado de taxas de cambio, Richards (2004) realizou analises
comparando o método state transition-fitted residual scale ratio (ST-FRSR) com métodos da
familia ARCH: GARCH (veja Bollerslev, 1986)"' ¢ 0 EGARCH (veja Nelson, 1991)"2, em
observagdes intra-didrias de quatro séries temporais com aproximadamente 30 anos de
variagdes de taxas de cambio. Os testes iniciais para deteccdo de fractalidade (ndo-
homogeneidade) e simetria de escala apresentaram indicios de presencga fractal, de moderada a
fraca. Em relagdo aos modelos utilizados para projecdes, o modelo ST- FRSR apresentou os
melhores resultados para modelagem e projecdo de alta volatilidade intra-diaria, enquanto o
modelo EGARCH apresentou os melhores resultados para séries didrias. O autor concluiu que
as séries temporais analisadas seguiram um padrao de volatilidade estocastica difusa, com
maior componente aleatério do que fractal, o que permitiu a proje¢do com base no modelo
EGARTH.

Di Matteo et al (2005) estudaram empiricamente as propriedades de escala de 29 taxas
de cambio didrias, 32 indices do mercado financeiro e 28 instrumentos de renda fixa, pelo
periodo aproximado de 10 anos. Partindo de estudos prévios que pressupdem a
heterogeneidade dos mercados financeiros, os autores analisaram o grau de fractalidade de
mercados desenvolvidos e emergentes para atestar se estes mercados apresentam diferengas.

' KALMAN, R. E. A new approach to linear filtering and prediction problems. Transactions of the American
Society of Mechanical Engineers, Journal of Basic Engineering. n. 83D, p.35-45, 1960.

"' BOLLERSLEV, T. Generalized autoregressive conditional heteroskedasticity. Journal of Econometrics.
n.31, p. 307-327, 1986.

2 NELSON, D. B. Conditional heteroskedasticity in asset returns: a new approach. Econometrica. n. 52, p.
347-370, 1991.
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A anélise estatistica foi realizada através da abordagem geral de Hurst. Apds testar os dados,
os resultados indicaram a clara diferenca entre os coeficientes de Hurst de acordo com o
mercado atuante, sendo que todos os indices de mercados em desenvolvimento apresentaram
H > 0,5 e todos os indices dos mercados desenvolvidos apresentaram H < 0,5. O Brasil
situou-se na categoria de resultados maiores que 0,5. Os autores testaram a validade do
coeficiente de Hurst a partir da aplicacdo dos testes em 100 séries puramente aleatorias
criadas em computador com o mesmo numero de observacdes das séries utilizadas na
pesquisa. Os resultados indicaram para um H = 0,5 para todos os casos.

Os autores concluiram que todos os mercados financeiros mundiais apresentam
simetria de escala, com caracteristicas fractais e que os métodos usualmente utilizados para
controlar risco, com base no desvio padrdo ou no indice de Sharpe, ndo sdo capazes de prover
uma boa classificagdo como a realizada em sua pesquisa.

Conflitos com a moderna teoria de financas

Entre as polémicas geradas pela teoria dos fractais, talvez a mais critica e responsavel
pelo aparente baixo numero de pesquisas na area fractal (MANDELBROT, 2004, p.242) ¢ a
contradi¢do que esta faz com as Hipoteses de Eficiéncia dos Mercados — EMH", com a teoria
da precificagdo por arbitragem - APT'* e o modelo de precificagio de ativos de capital —
CAPM" (WERON e WERON, 2000).

A EMH estd calcada em alguns dos seguintes pressupostos (vide, por exemplo,
CARDOSO; MARTINS, 2004): os pregos atuais sdo independentes dos precos de ontem, pois
toda informacdo disponivel j4 foi processada e incorporada a estes precos; os investidores sao
considerados individuos racionais que estdo sempre em busca da maximizacdo de retornos, a
partir do conhecimento de toda informagdo publica disponivel; os negociadores estdo a par
das mudangas que ocorrem no ambiente; os precos sao justos; o mercado tende a permanecer
em equilibrio, na medida em que sempre existirdo vendedores e compradores; e, toda nova
informagdo impacta diretamente ¢ de mesma maneira o mercado e seus participantes.

Contra a EMH, a teoria dos fractais pressupde que o mercado possui memoria de curto
e longo prazo (PETERS, 1989, 1994; MANDELBROT, 1997, 2004; PANAS, 2002;
BARKOULAS et al, 1997) e que experiéncias anteriores exercem significativa influéncia
sobre a tomada de decisdo presente e sobre as expectativas futuras em relagdo ao risco ¢ ao
retorno de ativos financeiros. Outro argumento contra a EMH (RICHARDS 2000, 2004) ¢ a
ndo-homogeneidade do mercado financeiro. Os investidores possuem horizontes de
investimentos diferenciados e esse fato faz com que novas informagdes exer¢am diferentes
impactos sobre diferentes interesses impactando o equilibrio do mercado, gerando volatilidade
e intermiténcia.

Dois outros pressupostos da moderna teoria sdo postos em xeque: o comportamento de
precos de ativos financeiros seguirem um padrdo tipo passeio aleatério, o qual assume um
padrao de saltos de crescimento e decrescimento constantes de mesma probabilidade e tem
como propriedades ser um processo de Markov, no qual a variincia cresce linearmente com o
tempo (DIXIT E PINDYCK, 1993, p.63); e a distribuicdo normal de séries financeiras.

A teoria dos fractais pressupde que existe algum grau de ordem oculta na aparente
aleatoriedade de séries financeiras, caracterizado pela simetria de escalas e pelas leis de

" Do inglés Efficient Market Hypothesis.
" Do inglés Arbitrage Price Theory.
" Do inglés Capital Asset Pricing Model.
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poténcia (MANDELBROT 1963, 1997, 2004; WERON E WERON, 2000, 2004; Di
MATTEO et al, 2005), o que reduz o componente aleatorio.

Virias analises empiricas atestaram que os precos no mercado financeiro nao seguem
um padrdo de distribuicdo normal (por exemplo, PETERS, 1989; MANDELBROT, 2004;
BARKOULAS et al, 1997). Este fato ¢ particularmente importante na analise de
investimentos, pois afeta diretamente o componente “risco”, uma vez que na distribui¢ao
gaussiana a probabilidade de ocorréncia de picos de pregos acima ou abaixo de trés desvios
padrdes ¢ de 0,5%, quando na realidade, esse percentual pode ser bem maior. Peters (1994,
p.26), analisando uma série temporal do indice Dow Jones com 103 anos, atestou que a
parcela de picos de pregos que ultrapassavam trés desvios padrdes no periodo foi de 2,4%.

Weron ¢ Weron (2000) restabelecem os pressupostos da Hipdtese de Eficiéncia
Fractal, primeiramente introduzidos por Peters (1994): o mercado ¢ constituido de varios
individuos com um grande nimero de diferentes horizontes temporais; a informacdo tem
impacto diferente sobre os diferentes horizontes temporais; a estabilidade do mercado ¢
sobremaneira uma questdo de liquidez (balanceamento da oferta ¢ da demanda). A liquidez
existe quando o mercado ¢ composto de varios investidores com diferentes horizontes
temporais; os precos refletem uma combinacdo de técnicas de negociagdo de curto-prazo e
fundamentos de avaliacdo de longo-prazo; e se um titulo esta atrelado a um ciclo econdmico,
entdo ndo existira uma tendéncia de longo-prazo, mas a tendéncia de liquidez e a informagao
de curto-prazo dominarao.

Concluséao

A principal conclusdo desta pesquisa ¢ a observagdo de que ja existem suficientes
evidéncias empiricas sobre presenca de fractalidade, particularmente em séries temporais de
ativos, que déem suporte para o desenvolvimento da aplicagdo em contabilidade financeira.
No entanto, percebe-se que as pesquisas ainda estdo em fase inicial de comprovagdo de
hipoteses, nas quais sdo utilizadas abordagens conceituais diferentes com a aplicacdo de
diversos métodos estatisticos, tendo alguns resultados claramente indicado a presenca de
fractalidade nas séries temporais financeiras e outros nem tanto.

A contradi¢do que a teoria dos fractais apresenta em relacdo a EMH ¢ clara e ndo pode
ser ignorada, e como sugestdo para novas pesquisas, novos estudos comparativos podem ser
realizados, com a apresentacdo das implicacdes praticas de se utilizar em andlise financeira
um ou outro paradigma.

Nao ¢ a inten¢do de esta pesquisa realizar qualquer tipo de anélise bibliométrica, mas
nota-se uma reincidéncia de autores nos trabalhos que vem sendo publicados. Certamente toda
nova teoria provoca receio e algum ceticismo por parte da comunidade cientifica. Verifica-se,
portanto, alguns pioneiros se expondo para defender conceitos, que no futuro, deverdo estar
disseminados e estabelecidos, como a propria EMH.

Entende-se que discutir, testar e atestar novas teorias e validar conceitos através de
novas técnicas empiricas € a utilizagdo da abordagem positiva da ciéncia, ¢ o caminho da
evolucdo da ciéncia contabil voltada para o campo das finangas, e, certamente, somente o
tempo ira trazer todas as respostas necessdrias para entendimento e disseminagdo da teoria dos
fractais aplicada ao mercado financeiro. Nesse sentido, a revisdo da Hipotese de Eficiéncia
dos Mercados ¢ inexoravel.
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